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ПРО РАДІАЛЬНІ КОЛИВАННЯ ТА РОЗІГРІВ ПОЛЯРИЗОВАНОЇ  
ПО ТОВЩИНІ КРУГЛОЇ П’ЄЗОПЛАСТИНИ З НЕОДНОРІДНО ЕЛЕКТРОДОВАНИМИ 

ЗОВНІШНІМИ ПЛОЩИНАМИ 
 

Побудовано аналітичний розв’язок квазістатичної задачі про радіальні коливання та 
розігрів п’єзокерамічної круглої пластини з товщинною поляризацією при неоднорідному 
покриттю електродами зовнішніх площин, що навантажені гармонічною в часі різницею 
електричного потенціалу. Динамічна задача розв’язується чисельно з використанням методів 
дискретної ортогоналізації та кінцевих різниць . 

 
Вплив зумовлених різними чинниками неоднорідностей на термоелектромеханічну поведінку 

п’єзоактивних елементів досліджувалось в працях [2,5-9] та ін. Більшість робіт, виконаних в 
квазістатичній та динамічній постановках, присвячена вивченню впливу часткової температурної 
деполяризації [2,5, 6,7] або шаруватості п’єзоелементів [8,9]. Змістовний огляд досліджень в цьому 
напрямку електротермомеханіки міститься в статті [6]. В даній роботі досліджується вплив 
неоднорідностей, зумовлених частковим покриттям електродами зовнішніх площин круглої 
п’єзокерамічної пластинки, на її термомеханічну поведінку при радіальних коливаннях. 

Розглядається тонка кругла пластинка товщиною h  та радіусом 1r . Пластинка виготовлена з 
в’язкопружної п’єзокераміки, що поляризована в напрямку товщини. Зовнішні площини 2hz   
вздовж радіуса r  частково електродовані і навантажені різницею електричного 
потенціалу )Re()2()2( 0

tieVhh   , де constV 0 ;   - колова частота; t  - час. В пластинці 
реалізуються радіальні осесиметричні електромеханічні коливання і плоский напружений стан 

)( z 0 . Приймається, що складовими електричної індукції rD , D , які перпендикулярні напрямку 
поляризації, можна знехтувати [3]. Площини 2hz   теплоізольовані, а край 1rr   підтримується при 
постійній температурі cTT  . Механічно край 1rr   або вільний від напружень, або защемлений. 
Дисипативні властивості п’єзокераміки описуються концепцією комплексних електромеханічних 
характеристик, що не залежать від температури.  

Розглянемо випадок, коли електродовані і не електродовані поверхні 2hz   пластинки розділені 
радіусом 0r  на дві області: колову )0( 0rr   і кільцеву )rrr( 10  . При цьому всі польові 
величини, що описують електротермомеханічну поведінку, будемо супроводжувати індексами 1 і 2 
відповідно. Тоді задача про гармонічні коливання і розігрів розглядуваної пластинки відносно 
комплексних польових величин (множник tie   опускається) зводиться до розв’язку для кожної області 
рівнянь електромеханіки 

  u
rdr

d kk
r

k
r 2

*
)()(

)( 1 


  , 0
)(


dz

dD k
z ; (1) 

співвідношень електров’язкопружності 

;)(),(

,,

)()()(
31

)(
33

)(

)(
31

)(
11

)(
12

)(
31

)(
12

)(
11

)(

dz
kdEdED

EdSSEdSS

k
z

kk
r

k
z

Tk
z

k
z

kEk
r

Ekk
z

kEk
r

Ek
r












 (2) 

r
u

dr
du k

k
k

k
r

)(
)(

)(
)( ,    (3) 

та усереднених за період коливань рівнянь теплопровідності з відомим джерелом тепла 
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Граничні механічні і теплові умови мають вигляд: 
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В рівняннях (1) – (6) позначено:  
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- дисипативна функція; 
 333333313131121212111111   ,  ,  ,  iidddiSSSiSSS TEE   

- комплексні податливості, п’єзомодуль і діелектрична проникливість відповідно; 
 )k()k()k( iuuu  - радіальні переміщення;  )k(

r
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- радіальні і колові напруження;  )k(
z
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z iEEE  - індукція і 
напруженість електричного поля;   і a  - коефіцієнти тепло- і температуропровідності; * -
густина п’єзокераміки; штрих і два шрихи позначають відповідно дійсну і уявну складові 
комплексних величин. 

З другого рівняння системи (1) витікає, що 
constCD kk

z  )()( , )2,1( k  (8) 
Тоді після інтегрування з врахуванням (8) і електричних умов на площинах 2hz   співвідношень 
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- для електродованої області; 
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для не електродованої області. 
В силу рівності 0zD  для не електродованої області у виразі (7) необхідно знехтувати останнім 

доданком. 
1. Квазістатична задача. Розглянемо випадок стаціонарної температури дисипативного розігріву при 

квазістатичному гармонічному навантаженні, коли частота вимушених коливань значно менше власної 
частоти радіальної моди коливання пластинки. В такій постановці в рівняннях (1) і (4) праві частини 
покладаємо рівними нулю і нехтуємо впливом в’язкості п’єзокераміки при розв’язку квазістатичної 
задачі електромеханіки [4] . 

На основі цих допущень і залежностей (1) – (3), (9), (10) розв’язок квазістатичної задачі 
електромеханіки зводиться до інтегрування рівнянь 
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з граничними умовами (5). 
Після інтегрування рівнянь (11) та обчислення дисипативних функцій (7) з врахуванням 

співвідношень (9), (10) розв’язується задача теплопровідності (4), (6). В результаті маємо 
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В розв’язках (12) позначено 
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Решта позначень в (12), якщо покрита електродами і електрично навантажена кругова область 

)rr( 00  , мають вигляд 
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причому для вільного від напружень контура  01
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а для защемленого контура  01
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Якщо електродована та електрично нагружена кільцева область )rrr( 10  , то 
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де для вільного контура 
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а для защемленого контура 
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2. Динамічна задача . Задача про радіальні коливання та вібророзігрів п’єзоактивної пластинки в 
околі резонансних частот збудження розв’язується при збереженні правих частин в рівняннях (1) і (4) та 
врахуванні в’язкопружних властивостей п’єзокераміки. 

Так як температурна залежність електромеханічних модулів п’єзоматеріалу не враховується , то 
задачі коливань і теплопровідності розв’язуються роздільно. Для розв’язку задачі коливань рівняння 
електромеханіки записуються відносно комплексних величин r  і u , що дозволяє задовольнити умови 
спряження та задавати граничні умови на контурі в напруженнях або переміщеннях. Після розділу їх на 
дійсну і уявну частини одержуємо систему чотирьох диференційних рівнянь 
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з граничними умовами 
)r,r;,m(yb jmj 10210   (14) 

Тут ry 1 , ry 2 , uy 3 , uy 4 . Коефіцієнти ijA , if , ijb  легко виписати на основі 
залежностей (1)-(3) з врахуванням співвідношень (9 ), (10) для електродованої і неелектродованої 
областей та граничних умов (5). 

Для інтегрування системи звичайних диференціальних рівнянь (13), (14) використовується метод 
дискретної ортогоналізації, що реалізований в пакеті ФОРТРАН-програм [10]. Після обчислення 
дисипативної функції (7) задача теплопровідності розв’язується методом кінцевих різниць. 

3. Числові розрахунки. В квазістатичній постановці розрахунки проводились на основі розв’язків (12) 
для пластинки із п‘єзокераміки типу ЦТСТ БС-2 при таких значеннях електромеханічних характеристик 
[1] і геометричних розмірів: 
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На рис. 1 показано розподіл вздовж радіуса 1r/r  радіальних r  (криві 4321  ,,, ) і колових   
(криві 1, 2, 3, 4) напружень, розрахованих для електродованої по кільцю ( 10 rrr  ) пластинки 

відповідно при 2 50  250  10 11110 /r;r,;r,;r,r   у випадках а) вільного і б) защемленого зовнішнього 
контуру. Для таких же значень 0r  криві 1, 2, 3, 4 розподілу переміщень і температури саморозігріву 
п‘єзопластинки, зовнішні площини якої електродовані по площі круга (сплошні лінії) або кільця 
(штрихові лінії), представлені на рис. 2 і рис. 3 відповідно. Відзначимо, що криві )/rr( 24 10   
розраховані для випадку рівних площ електродованої і неелектродованої ділянок. 

 

 
а) б) 

 
Рис.1 

 
Аналіз проведених розрахунків показує, що на термомеханічний стан розглядуваної п‘єзопластинки, 

крім механічних умов закріплення її контуру, суттєво впливають форма і розміри площі електродованої 
ділянки зовнішніх площин. Вплив граничних умов на напружено-деформований стан демонструють 



криві рис. 1. Видно, що збільшення площі кільцевого електроду супроводжується концентрацією 
напружень у круговій неелектродованій ділянці ( 00 rr  ) у випадку вільного контуру (рис. 1а) та 
нарощуванням напружень стиснення вздовж радіусу при защемленому краї (рис. 1б). У випадку 
повністю покритих електродами зовнішніх площин у защемленій пластинці стискувальні радіальні та 
колові напруження стають рівними і досягають максимального значення. Останні можуть стати 
причиною статичної втрати стійкості пластинки [4], так як радіальні коливання в такій пластинці не 
збуджуються. 

Порівняння кривих на рис. 2 показує, що характер розподілу переміщень вздовж радіусу при 
круговому (сплошні лінії) і кільцевому (штрихові лінії) покриттю електродами зовнішніх площин 
пластинки кількісно і якісно різний. Так, наприклад, у випадку вільного зовнішнього контуру (рис.2 а) 
переміщення досягають максимуму на межі розділу 0rr   при розміщенні електродів по площі круга 
( 00 rr  ) і на зовнішньому контурі 1rr   при їх розміщені по площі кільця ( 10 rrr  ). 

 
а) б) 

 
Рис 2 

 
Форма покриття електродами зовнішніх площин, як і граничні умови на контурі пластинки, суттєво 

впливають і на рівень дисипативного розігріву. Як видно із рис. 3 температура саморозігріву 
п‘єзопластинки при вільному контурі (рис.3а) значно вище від температури жорстко защемленої на 
контурі пластинки (рис. 3б). Вплив форми покриття електродами показує порівняння між собою, 
наприклад, кривих 4. Тут при рівних площах електродованої і неелектродованої ділянок електропружні 
коливання пластинки при круговому електродуванні (сплошні лінії) супроводжуються більш високим 
рівнем температури саморозігріву ніж при кільцевому (штрихові лінії). Проте, для розглядуваного рівня 
електричного навантаження збільшення площі кільцевого електродування для пластинки з вільним 
контуром (рис. 3а, штрихова крива 1) супроводжується підвищенням температури розігріву, що 
наближається до температури деполяризації п‘єзокераміки [7].  

       
а) б) 

 
Рис 3         Рис 4 

 
Вплив неоднорідного покриття електродами зовнішніх площин розглядуваної п’єзопластинки на її 

динамічні характеристики досліджувалось на основі чисельного розв’язку рівнянь електромеханіки (13), 



(14) і теплопровідності (4), (6), (7) . Розглядалась пластинка з параметрами (15) у випадку вільного від 
напружень контура 1rr   та кругових електродів ( 00 rr  ) на зовнішніх ( 2/hz  ) площинах. На 
рис.4 показано як змінюється власна частота p  (крива 1) радіальних коливань та амплітуда переміщень 

2
1

22 )uu(u   контура пластинки на цій частоті при навантаженні 
h

V0 1 в/м. Видно, що резонансна 

частота зменшується, а амплітуда переміщень росте при збільшенні площі електродованих зовнішніх 
площин. 

На закінчення відмітимо, що в діапазоні електричного навантаження, що не досягає величини 
електричного пробою п‘єзокераміки, в залежності від умов закріплення пластинки та форми 
неоднорідного нанесення електродів на зовнішніх площинах втрата працездатності п‘єзоелемента може 
бути обумовлена великим рівнем або механічних напружень, що може привести до втрати стійкості, або 
досягненням температурою розігріву значення температури деполяризації п‘єзокераміки. Зміною 
величини площі електродованої поверхні можна впливати не тільки на рівень напружено-деформованого 
стану і температури саморозігріву, але і на величину власної частоти п’єзоактивної пластинки . 
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Н.И. Вовкодав, И.Ф. Киричок, В.В. Михайленко. О радиальных колебаниях и разогреве 
поляризованной по толщине круглой пьезопластины с неоднородно електродированными плоскостями. 

 
Построено аналитическое решение квазистатической задачи о радиальных колебаниях и разогреве 

пьезокерамической круглой пл– астины с толщинной поляризацей при неоднородном покрытии 
электродами внешних плоскостей, нагруженных гармонической во времени разностью электрического 
потенциала. Динамическая задача решается численно с использованием методов дискретной 
ортогонализации и конечных разностей . 

 
I.F. Kirichok, V.V. Mihailenko, N.I. Vovkodav. On the radial oscillations and heating of a circular 

piezoceramic plate polarized along the thickness with the nonuniformly electrodizated planes. 



The analytical solution of the quasistatical problem on the radial oscillations and heating of a circular 
piezoceramic plate with the thickness polarization at the nonuniform electrode coating of the external planes, 
under harmonical in time electric potential difference is constructed. Dynamic problem is solved numerically by 
the methods of discrete orthogonalization and finite differences . 
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