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Запропоновано метод моделювання оптимальних процесів, що побудований на зміщених 

диференційних перетвореннях. Наведено приклад моделювання. 
 

Математичний апарат диференціальних перетворень широко використовується для моделювання 
динамічних об’єктів і процесів у різноманітних областях науки і техніки [2, 7–9]. Найбільше поширення 
в області моделювання одержали основні диференціальні перетворення [9]. Цей вид диференціальних 
перетворень розглядався в [6, 13] для моделювання оптимальних процесів керування. Відповідно до 
класифікації, наведеної в [9], поряд із основними диференціальними перетвореннями з метою 
моделювання можуть використовуватися також зміщені перетворення, що отримані шляхом переносу 
центра розкладу оригіналу в степеневий ряд Тейлора з точки t = 0 у зміщену точку t = t. 

У даній роботі пропонується метод моделювання оптимальних процесів керування, заснований на 
зміщених диференціальних перетвореннях. У порівнянні з основними перетвореннями, зміщені 
перетворення дозволяють спростити процес синтезу оптимального керування та істотно підвищити 
точність моделювання. 

Розглянемо задачу оптимального керування, що описується такою математичною моделлю. Задано 
опис руху динамічного об’єкта у вигляді векторного диференціального рівняння: 

,)(   );,,( 00 xtxuxtfx   (1) 
де x = x(t) – n-вимірний вектор стану; u – m-вимірний вектор керування (m < n); f – неперервна і непере-
рвно-диференційована за сукупністю змінних t, x, u вектор-функція узагальненої сили; t[t0, T] – час, 
граничне значення якого в одних задачах задається, а в інших – не фіксується. 

Задачу оптимального керування розглянемо разом із задачею термінального керування, що полягає в 
переведенні динамічного об’єкта із заданого початкового стану (1) у кінцевий (термінальний), який 
визначений в момент часу t = T q-вимірним (q  n) векторним рівнянням: 

S[x(T), T] = 0. (2) 
Якість процесу керування оцінюється таким функціоналом: 
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де задані функції G і  мають неперервні часткові похідні за x та u. Вважаємо, що обмеження на вектори 
стану і керування враховані у процесі вибору виду функціонала (3).  

Мета моделювання полягає у визначенні вектора оптимального керування u*(t), що при заданих 
диференціальних зв’язках (1) і граничних умовах (2) оптимізує функціонал (3). 

Поставлена задача розв’язувалася в [6, 13] на основі диференціальних перетворень із центром 
розкладу оригіналу в ряд Тейлора у точці t0 = 0. Основні диференціальні перетворення ефективно 
розв’язують задачу моделювання оптимальних процесів керування тільки на порівняно невеликому 
інтервалі часу. 

У тих випадках, коли інтервал моделювання не заданий або займає відрізок часу, що перевищує 
радіус збіжності рядів Тейлора в околі точки t0 = 0, основні диференціальні перетворення при обмеженій 
кількості дискрет диференціального спектра можуть не забезпечити задану точність моделювання. У цих 
випадках пропонується використовувати зміщені диференціальні перетворення [9] функції часу x(t) у 
довільній точці t: 
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де X(k, t) і ),( tkX  – дискретні функції цілочисельного аргумента k = 0, 1, 2, 3,…;  – локальний 
аргумент, значення якого вибирається в межах H    0; H – відрізок часового аргумента, на якому 
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розглядаються функції x(t + ) та x(t  ), значення H повинно бути менше за радіус збіжності рядів 
Тейлора в околі точки t. 

Вираз (4) визначає пряме перетворення оригіналу x(t + ) у зображення X(k, t). Аналогічно, пряме 
перетворення функції часу x(t  ) в область зображень ),( tkX  задається виразом (5). Величини 
дискретних функцій X(k, t) та ),( tkX  при цілочисельних значеннях аргументу k називаються 
дискретами відповідних диференціальних спектрів.  

Перехід із області зображень в область часу здійснюється за допомогою обернених диференціальних 
перетворень: 
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Надалі вважаємо, що функції часу, які описують процеси оптимального керування в задачі (1)–(3) є 
аналітичними. Вектор оптимального керування, що забезпечує розв’язання задачі (1)–(3), будемо шукати 
в класі аналітичних функцій U(t, A), де A = (a1, a2,…, aN) – вектор вільних параметрів, що підлягає 
визначенню. 

Застосувавши диференціальні перетворення (4), (5) до функції U(t, A) з обраною аналітичною 
структурою, одержимо її диференціальний спектр у таких двох формах: 
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 Переведемо векторне диференціальне рівняння (1) в область зображень диференціальними перетво-
реннями вигляду (4) і (5). В результаті одержимо дві моделі рівняння (1): 
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де функція F представляє зображення оригіналу функції f. 

Моделі рівняння (1) в області зображень, що вперше отримані Пуховим Г.Є. у [7–9], домовимося на-
зивати P-моделями. Модель вигляду (10) визначимо як пряму P-модель, а модель (11) будемо називати 
оберненою P-моделлю. Пряма P-модель (10) представляє рівняння (1) на відрізку часу H1 = T – t. Обер-
нена P-модель (11) призначена для опису рівняння (1) на відрізку часу H2 = t  t0. 

Послідовно присвоюючи цілочисельні значення аргументу k = 0, 1, 2, 3,…, за рекурентним виразом 
(10) від початкової умови X(0) = x визначаємо дискрети диференціального спектра X(k, t, x, A) 
розв’язку x(t) рівняння (1) на відрізку H1 = T – t. Аналогічно, за виразом (11) знаходимо дискрети дифе-
ренціального спектра ),,,,( AxtkX   що представляють в області зображень розв’язок x(t) рівняння (1) 
на відрізку H2 = t  t0. 

Обернені перетворення (6), (7) дозволяють знайти граничні значення розв’язку рівняння (1): 
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Вираз (13) представимо у вигляді n-вимірного векторного рівняння: 
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В окремих випадках із рівняння (14) вдається знайти в явному вигляді вектор x( t, A, x0) і виключи-
ти його з виразу (12). Тоді підстановка (12) у рівняння (2) перетворить термінальну умову у q-вимірне 
векторне рівняння: 

S[x(T, A), T] = 0. (15) 
Якщо розмірність N вектора A вибирається рівною q – 1, то рівняння (15) визначає граничний час T і 

всі компоненти вектора A, який формує закон керування u(t, A), що розв’язує задачу термінального керу-
вання (1), (2). У загальному випадку задача термінального керування (1), (2) зводиться до системи рів-
нянь, що складається з термінальної умови (2) вигляду 

S[x(T, x, A), T] = 0 (16) 
і рівняння (14) при N = q  1. Система рівнянь (14), (16) має розмірність n + q і дозволяє знайти n-
вимірний вектор x, граничне значення часу T та N = q  1 компонент вектора вільних параметрів A. 

Задача термінального керування (1), (2), яка за допомогою диференціальних перетворень (4), (5) зве-
дена до розв’язання рівняння (15) або в загальному випадку – до системи рівнянь (14), (16), має важливе 
практичне значення для керування рухомими об’єктами [3]. 

Розглянемо інший окремий випадок, що часто зустрічається в практичних додатках. Розв’яжемо за-
дачу оптимального керування (1), (3) без термінальних умов (2). Спочатку виразимо функціонал (3) через 
диференціальні спектри (8)–(11). З цією метою відрізок інтегрування t [t0, T] розіб’ємо на два інтервали 
[t0, t] та [t, T]. Підінтегральну функцію в (3) переведемо диференціальними перетвореннями (4), (5) в 
область зображень. Тоді функціонал (3) перетвориться у функцію такого вигляду: 
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де H1 + H2 = T  t0; H1 = T – t; H2 = t – t0;  – зображення оригіналу функції . 
Розглянемо окремий випадок, в якому рівняння (14) дозволяє знайти в явному вигляді вектор x( t, 

A, x0,) і виключити його з виразу (17). У цьому випадку необхідні умови оптимальності функції I(T, A) 
дають систему рівнянь для визначення граничного значення часу T і невідомих компонент вектора A ві-
льних параметрів: 
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де t0 = 0, .t
THH 
221  

Питання існування максимуму або мінімуму функції I(T, A) з’ясовують за достатніми умовами міні-
муму або максимуму функції багатьох змінних [5]. В задачах оптимального керування (1), (3), в яких 
заданий інтервал часу [0, T], рівняння (18) виключається, а вектор A визначається із системи рівнянь (19). 

У більш загальному випадку задача оптимізації функції (17) із обмеженням (14) розв’язується мето-
дом множників Лагранжа [5, 10]. У цьому випадку функція (17) і умова (14) об’єднуються множниками 
Лагранжа ),...,,(

n21 xxxx    в нову функцію: 
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 = (1, 2, …, n). 
Задача оптимізації функції (17) за умови (14) зводиться до безумовної оптимізації функції J(T, x, A, 

x), необхідні умови екстремуму якої разом із рівнянням (14) дають систему кінцевих рівнянь щодо неві-
домих компонент векторів xAx  ,,  і часу T: 
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В результаті виконаних диференціальних перетворень задачі оптимального керування (1), (3) отри-
мана модель у вигляді системи кінцевих рівнянь (14), (20). Розв’язок цієї системи варто перевірити за 
достатніми умовами мінімуму або максимуму функції J(T, x, A, x) [5]. 

Аналогічно розв’язується задача оптимального керування (1)–(3) із термінальною умовою (2). Функ-
ція (17) і умови (14), (16) об’єднуються множниками Лагранжа x і ),...,,(

q21 ssss    у функцію J*(T, 

x, A, x, s), необхідні умови екстремуму якої разом із рівняннями (14), (16) складають систему кінцевих 
рівнянь для визначення векторів x, A, x, s і граничного значення часу T: 
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З розв’язку системи кінцевих рівнянь (14), (16), (21) знаходять невідомі вектори x, A, x, s і значен-
ня часу T, а потім перевіряють достатні умови максимуму або мінімуму функції J*(T, x, A, x, s) [5]. 

Дослідимо ефективність застосування зміщених диференціальних перетворень у порівнянні з основ-
ними, що застосовані в [6, 13]. Зміщені диференціальні перетворення (4), (5), як і основні [9], дозволяють 
аналітично точно виконувати математичні операції в області зображень. Похибка розв’язку задачі 
з’являється при використанні обмеженої кількості дискрет диференціального спектра в процесі оберне-
них перетворень (6), (7) в область часу. Якщо в рядах Тейлора (6), (7) обмежити кількість членів, що вра-
ховуються, то похибка, спричинена відкиданням членів вищого порядку, оцінюється залишками цих ря-
дів. Вважаємо, що в (6) враховується r1 членів ряду, а в (7) – r2 членів. Тоді залишки рядів Тейлора (6) та 
(7) можна точно виразити у формах Лагранжа та Ейлера–Лагранжа [12]: 
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де .01 ],,[ ],,[ 0
**   tttTtt cc  

Аналогічно визначається в основних обернених перетвореннях:  
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залишок ряду Тейлора (24) при врахуванні тільки r членів цього ряду: 
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де t*[0, T], 1    0. 

Виберемо крок за часом так, щоб H0 = 2H = T. Такому вибору кроку 
2
TH   відповідає точка зміщен-

ня .
2
Tt   Припустимо також, що r = r1 = r2. 

З метою наближеної оцінки ефективності зміщених перетворень запишемо: 
).()()( *)(*)(*)( txtxtx r
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Сформуємо відношення залишку (25) до залишків (22), (23) зміщених перетворень: 
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Звідси випливає, що застосування зміщених диференціальних перетворень (4), (5) замість основних 
дозволяє зменшити похибку основних перетворень (24) у 2r+1 рази, де r – кількість дискрет диференціа-
льного спектра, що враховуються при переході з області зображень у область часу (6), (7).  

Недоліком зміщених перетворень є збільшення кількості невідомих у системі кінцевих рівнянь на n 
компонент вектора x(t) = x. Цей недолік компенсується в системі кінцевих рівнянь зменшенням на N 
невідомих компонент вектора A вільних параметрів. Збільшення кількості невідомих за вектором A для 
основних  диференціальних перетворень пояснюється тим, що на двох інтервалах часу в основних пере-
твореннях N-вимірні вектори A1 та A2 різні, а при зміщених перетвореннях обидва сусідні інтервали часу 
покриваються одним вектором A, що має розмірність N. 

В задачах оптимального керування траєкторним рухом рухомих об’єктів N > n, тому що вимога ви-
сокої точності наведення потребує врахування значної кількості дискрет диференціального спектра век-
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тора керування u(k, A), що перевищує розмірність n вектора стану x(t). В задачах оптимального керуван-
ня, в яких N > n, розмірність системи кінцевих рівнянь для зміщених перетворень менша, ніж для основ-
них. 

Збільшення розмірності системи кінцевих рівнянь при застосуванні зміщених перетворень, у порів-
нянні з основними, виявляється для об’єктів керування високої розмірності, керування якими не потре-
бує високої точності визначення оптимального закону керування і тому n > N. Цей випадок може мати 
місце в процесі розв’язування задач запобігання зіткнення судів, літальних апаратів та інших рухомих 
об’єктів [4]. Але в задачах такого типу потрібне обов’язкове визначення в прискореному більш, ніж у 10 
разів часі вектора x(t) прогнозованого стану рухливого об’єкта, з метою визначення небезпеки зіткнення 
з іншими об’єктами. У цих випадках обчислення вектора x(t) є обов’язковим, а застосування зміщених 
перетворень дає додаткові переваги, в порівнянні з основними, тому що вектор прогнозованого стану 
x(t) обчислюється за системою кінцевих рівнянь одночасно з вектором поточного оптимального керу-
вання u*(t0, A). 

Переваги застосування усунутих диференціальних перетворень, у порівнянні з основними, збільшу-
ються в задачах оптимального керування на значних інтервалах часу [0, T], наприклад, в процесі синтезу 
алгоритмів оптимального керування аерокосмічними літальними апаратами [11]. У цьому випадку засто-
сування основних диференціальних перетворень потребує розбиття великого інтервалу часу [0, T] на L 
підінтервалів [7–9]. Використання зміщених диференціальних перетворень зменшує вдвічі кількість пі-
дінтервалів розбиття інтервалу [0, T] за умови однакової точності розв’язку, одержаної зміщеними та 
основними перетвореннями. 

Зміщені диференціальні перетворення також дозволяють реалізувати в реальному і прискореному ча-
сі адаптивне керування динамічними і рухомими об’єктами із врахуванням обмежень на вектор керуван-
ня і фазову траєкторію руху об’єкта керування [1]. 
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