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АНАЛІЗ ПРАКТИЧНОЇ СТІЙКОСТІ ПАРАМЕТРИЧНИХ СИСТЕМ  

В ЗАДАЧАХ З КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 
 

Наведено алгоритми чисельного аналізу практичної стійкості параметричних систем зви-
чайних диференціальних рівнянь з крайовими умовами. При цьому множини додаткових умов роз-
глядаються у вигляді еліпсоїдів, а фазові обмеження припускаються заданими лінійного та нелі-
нійного типів.  

 
У багатьох задачах прикладного характеру часто виникає необхідність дослідити на стійкість систе-

му при фіксованих координатах або їх лінійної комбінації в деякі моменти часу  
функціонування об’єкта. Так при  проектуванні лінійних прискорювачів крайові умови іноді доцільно 
задавати на відповідних етапах для узгодження різних секцій прискорювача. Якщо ж заздалегідь відомо, 
що частинки мають невеликий розкид за радіальними швидкостями, то це означатиме, що частина коор-
динат системи, які відповідають проекціям швидкості на осях ox  oy , фіксована [1].  

У роботі пропонується різноманітні за постановками крайові задачі для систем звичайних диферен-
ціальних рівнянь, залежних від параметрів, розв’язувати чисельно за допомогою методів практичної 
стійкості [2–5]. При такому підході в рамках поставлених задач можна з’ясовувати питання стійкості по 
відношенню до збурень параметрів та оцінювати відповідні відхилення траєкторії від розрахункової [2, 3, 
6]. 

Дослідимо на стійкість незбурений розв’язок   00 ,tx  системи 

     T,tt;,t,f;,t,xf
dt
dx

0000    
(1) 

при додаткових умовах 
  .q,tQx   (2) 

Тут    ;,txx   – вектори фазових координат і параметрів розмірностей n  та m  відповідно; 
  n,t,xf   – вимірна вектор-функція, яка задовольняє умові існування та єдиності розв’язку для будь-

яких  G ; Q – деякий оператор, що визначає початкові умови для системи (1);  nq вимірний ста-
лий вектор. 

Припустимо, що система (1) з додатковими умовами (2), наприклад, такими: 
    q,TxQ,txQ T  00 , (3) 

   T,tt;q,txQ ii

M

i
i 0

1




  (4) 

має єдиний розв’язок для будь-яких  G . 

Означення. Розв’язок   00 ,tx  системи (1) назвемо T,t,,G,B,c t 00   стійким за правою части-
ною додаткових умов (2), якщо   t,tx  ,  T,tt 0  для усіх векторів, що задовольняють співвідно-

шенню  2cBqq:qq  , та довільних 
 GG  0 . 

В такій постановці загальні теореми практичної стійкості формулюються аналогічно [2, 3] і наводити 
їх не будемо. Тоді для випадку лінійної системи 

     tftGxtA
dt
dx

  ;   T,tt 0  
(5) 

можна чисельно оцінити множину  2cBqq:qGq  , якщо  2
0 
  cB:G   , а фазові обме-

ження t ,  T,tt 0  – певного типу [1–3]. 
Так при наявності лінійних обмежень 

  N...,,s,xtl:x stt 211   ;   T,tt 0  (6) 

та при відомих збуреннях  tf  критерій  T,t,,B,c,B,c t 0  стійкості системи (5) набуває вигляду: 
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       tlt,tRBRt,ttl

tatl
c

ss

s

cB:N...,,sT,tt
minminmin

0
111

0

2

21

2
1

2
0





 


 




; 

    1 tatl s ;   T,tt 0 ; N...,,s 21 ;  2
 cB:   . 

 
(7) 

Тут  
        1

1
01 aRt,ttatGta   ; 

       dG,ttG
t

t

0

1 ; 

 

       df,tta
t

t

0

, 
 

де  0t,t  – нормована фундаментальна матриця розв’язків однорідної системи (5) при  0 , тобто: 
     0

0 t,tt
dt
t,td


 ;    00 t,t . 

 

Вектор 1a  та матриця R , яку надалі припускаємо неособливою, визначаються в залежності від типу 
крайової задачі: 

    TaTGQa T  11 ;   00 t,TQRR T   – (8) 
для крайових умов (3) та  

    



M

i
iii tatGQa

1
11  ;   




M

i
ii t,tQR

1
0   – (9) 

для крайових умов (4). 
Якщо ж збурення  tf  невідомі, але обмежені за нормою в деякому функціональному просторі 

  Rtf  , (10) 

то критерій стійкості (7) буде таким:  

   

             
       tlt,tRBRt,ttl

taTGQRt,ttGtl
c

ss

sTs

cB:N...,,sT,tt
minminmin

0
111

0

21
1

1
01

21

2
1

2
0





 


 







; 

             TGQRt,ttGtlta Tss 1
1

01
1 1   ,  T,tt 0 , N...,,s 21 ; 

 2
 cB:   ; 

 
(11) 

   
 

           













  



t

t

T

t
Ts

Rtf
s df,TQRt,tdf,ttlta max

0 0

1
0

1  . 
 

Для доведення, наприклад, співвідношення (7), запишемо загальний розв’язок системи (5) у формі 
Коші 

                 tatGaqRt,tXtatG,txt,t,tx    11
1

0100 .  

Параметр c  еліпса початкових умов qG  потрібно вибирати згідно з умовами виконання нерівностей 

            N...,,s,tatlqRt,tXtltatl sss 2111 1
0   .  

Позначивши через       1
0

  Rt,tXtltp ss  та визначивши екстремуми лінійної форми   ,qtps
  

N...,,s 21   на заданій структурі еліпсоїда, приходимо до критерію стійкості (7). 
У випадку нелінійних динамічних обмежень 

    T,tt;t,x:xtt 01    (12) 
оцінки типу (7), (11) набувають відповідно вигляду: 

 

     
       t,xgt,tXRBRt,tXt,xg

taxt,xgc minminmin
GxT,tt '

t 0
111

0

2
2

00











; (13) 

 

            
       t,xgt,tXRBRt,tXt,xg

taTGQRt,ttGxt,xg
c xT

GxT,tt
minminmin

'
t 0

111
0

21
1

1
012

00













. (14) 

Тут  
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t

t

T

t
T

Rtf
x

df,TQRt,tdf,tt,xgta max
0 0

1
0

1  ; 

   t,xgradt,xg x
  ,  

 

де '
t  – межа замкненої опуклої множини t ,  T,tt 0 ; а вирази в квадратних дужках чисельників фо-

рмул (13), (14) є додатними (надалі відповідні нерівності також іноді опускаються). 
Так само можна розглянути випадок, коли додаткові умови (2) мають інтегральну форму 

    
T

t

qdttxtQ
0

; (15) 

При цьому критерії стійкості (7), (11), (13), (14) залишаються без змін, а матрицю R  і  вектор 1a  по-
трібно обчислювати за формулами: 

    
T

t

dtt,ttQR
0

0 ,  

       
T

t

dttatGtQa
0

11  . 
(16) 

Розглянемо задачі стійкості при деяких фіксованих компонентах початкових умов. Нехай r  перших 
координат системи (5) є фіксованими:   r...,,i,xtx ii 210

0  . Надамо загальний розв’язок системи (5) 
у вигляді: 

                     ,txt,txt,ttatG,txt,t,tx 0
2

02
01

01100  
   tatG  1 . 

 

Тоді, наприклад, умови   T,t,,B,c,B,c t 0
2   стійкості при відомих  tf  випливають з виконан-

ня нерівностей 

      
                tatGxt,tXtl,txt,tXtlmax **

* sscxBx:xtx



 1

1
010

2
02

0

22
0

2
1 ;  

      
                tatGxt,tXtl,txt,tXtlmin **

* sscxBx:xtx



 1

1
010

2
02

0

22
0

2
1   

і записуються так: 

   

           
         tlt,tBt,ttl

tatGxt,ttl
c

ss

s

cB:N,...,sT,tt
minminmin

02
12

02

2

1
01

01

21

2
1

2
0





 










; 

           11
01

01  tatGxt,ttl s  ;   T,tt 0 ;  N...,,s 21 ;  

 2
 cB:   . (17) 

Тут   
  
  















,tx
,tx,tx

2

1

;    21 x,x  – вектори вимірностей r  та  rn   відповідно; 

      02010 t,t,t,tt,t  , тобто  01 t,t  та  02 t,t  – матриці, відповідно складені з r та  rn   

стовпців фундаментальної матриці  0t,t ;  2B  – задана додатно визначена квадратна матриця вимір-
ності  rn  . 

Аналогічні критерії можна навести і для випадку початкових умов: 
  qtxQ 00 , (18) 

де q  – відомий r -вимірний вектор; 0Q  – задана квадратна матриця вимірності nr   з рангом r . Припусти-

мо, що матрицю 0Q  можна представити у вигляді     2
0

1
00 Q,QQ  , причому  1

0Q  – неособлива матриця 

вимірності rr  ,  2
0Q  – матриця вимірності  rnr  . Тоді  

            ,txQqQ,tx 0
22

0
11

00
1   ,  

а оцінка області стійкості (17) буде такою: 

   
           








 

 

2

1
11

001
21

2 1
2

0

tatGqQt,ttlc s
cB:N...,,sT,tt

minminmin 


 

                      
 2

0
11

00102
122

0
11

00102 QQt,tt,tBQQt,tt,ttl( s   1)tl s ; (19) 
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           11
11

001   tatGqQt,ttl s  ;   T,tt 0 ;  N...,,s 21 ; 

 2
 cB:   . 

При цьому загальний розв’язок досліджуваної системи слід надати у вигляді: 
                       tatG,txt,t,txQqQt,t,tx  10

2
020

22
0

11
01  

                    ,txQQt,tt,ttatGqQt,t 0
22

0
11

001021
11

001
  . 

 

За аналогією дістаємо формули для перевірки властивостей стійкості з крайовими умовами (3), (4), 
(15) у випадку, коли q  – заданий вектор вимірності nr   та існують інтегральні криві системи (5) з від-
повідними крайовими умовами. Для цього прямокутну матрицю R , що визначається однією з формул 
(8), (9), (16), необхідно представити у вигляді 

    2
0

1
0 Q,QR  .  

Так, наприклад, для системи (5) з відомими збуреннями крайові умови типу (3) запишемо так: 
       qTaTGQ,tRx T   10   

або  
      TaTGQq,tRx T   10 ,  

звідки, за введеними позначеннями,  
               taTGQ,txQqQ,tx T    10

22
0

11
00

1 . (20) 

За допомогою формули (20) розв’язок системи (5) запишемо таким чином: 
                    11

00110
2

02
01

01 Qt,ttatG,txt,txt,t,tx   

                     .tatG,txQQt,tt,tTaTGQq T    10
22

0
11

001021  

 

Тому критерій стійкості (19) матиме вигляд: 

 
                  



2
11

11
001

21

2 1
00

tatGTaTGQqQt,ttlc Ts
GN...,,sT,tt

minminmin 


                         1
2

0
11

00102
122

0
11

00102

  tlQQt,tt,tBQQt,tt,ttl ss  

                 111
11

001   tatGTaTGQqQt,ttl Ts  ;   T,tt 0 ; 

N...,,s 21 ;   2
 cB:   . (21) 

В наведених критеріях фігурують матриці: 
     0

111
0 t,tRBRt,ttP   ;  

       02
12

021 t,tBt,ttP   ;  

                       2
0

11
00102

122
0

11
001022 QQt,tt,tBQQt,tt,ttP ,  

які доцільно обчислювати за відомими матричними диференціальними рівняннями [1]. 
Якщо ж постійно діючі збурення задовольняють умові (10), то співвідношення (19), (21) будуть мати 

вигляд: 

   

          
     tltPtl

tatGqQt,ttl
c

ss

ss

cB:N...,,sT,tt
minminmin

2

2

1
11

001

21

2
1

2
0












 








; 

 

 

               
     tltPtl

tatGTGQqQt,ttl
c

ss

sTs

GN...,,sT,tt
minminmin

2

2
2

11
11

001

21

2
1

00












 






, 

 

де 

 
 

      



t

t
s

Rtf
s df,ttlta max

0

 ; 
 

  
 

             













  



t

t

T

t
Ts

Rtf
s df,TQQt,tdf,ttlta max

0 0

11
001

2  . 
 

Наведемо умови стійкості при нелінійних фазових обмеженнях (12). Для випадку, коли r  перших 
координат є фіксованими   r...,,i,xtx ii 210

0   критерій (17) при відомих та невідомих  tf  набуває 
форми оцінки: 
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         t,xgt,tXBt,tXt,xg

tatGxt,txt,xgc minminmin
GxT,tt '

t 02
12

02

2
1

01
012

00












; 

            tatGxt,tt,xgxt,xg   1
01

01 ;  '
tx  ;   T,tt 0 ;   0G  

 

та 

 

           
         t,xgt,tXBt,tXt,xg

tatGxt,txt,xg
c x

GxT,tt
minminmin

'
t 02

12
02

2

1
01

012

00












, 
 

де  

 
 

      



t

tRtf
x df,tt,xgta max

0

 , 
 

причому 
          tGxt,txt,xgtax 1

01
01   ;  '

tx  ;   T,tt 0 ;   0G .  

Якщо початкові умови задані співвідношенням (18), то умови стійкості будуть такими:  

 

           
     t,xgtPt,xg

tatGqQt,txt,xg
c minminmin

GxT,tt '
t 2

2
1

11
0012

00












; 
 

 

           
     t,xgtPt,xg

tatGqQt,txt,xg
c x

GxT,tt
minminmin

'
t 2

2

1
11

0012

00












. 
 

Так само можна оцінити області стійкості для задач з крайовими умовами (3), (4). Наприклад, крите-
рій (21) матиме вигляд: 

 
       





1

2
2

00

t,xgtPt,xgc minminmin
GxT,tt '

t


 

                  2

11
11

001 tatGTaTGQqQt,txt,xg T     

 

та  

 
       





1

2
2

00

t,xgtPt,xgc minminmin
GxT,tt '

t


 

                2
2

11
11

001 tatGTGQqQt,txt,xg
xT     

 

відповідно, де 

   
 

             













  



t

t

T

t
T

Rtf
x

df,TQQt,tdf,tt,xgta max
0 0

11
001

2  . 
 

Розроблені алгоритми легко поширюються й на більш складні, нелінійні системи руху. Для цього 
здійснюється їх лінеаризація, а похибка апроксимації враховується шляхом введення постійно діючих 
збурень [1–3]. 
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