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ПОХИБКИ ВIДНОВЛЕННЯ ХВИЛЬОВОЇ АБЕРАЦIЇ ТА ПАРАМЕТРIВ  
ВАД ЗОРУ В ПРОСТОРОВО РОЗДIЛЬНIЙ РЕФРАКТОМЕТРIЇ ОКА 

 
Досліджено вплив випадкових похибок вимірювання поперечних аберацій променя на сітківці 

ока на випадкову складову похибок відновлення хвильової аберації ока та параметрів аметропії 
та астигматизму. Знайдена залежність вказаних похибок від співвідношення між кількістю ви-
мірювальних точок на зіниці ока і кількістю членів поліноміального ряду для різних сіток розта-
шування вимірювальних точок на зіниці. Наведено рекомендації до вибору цих співвідношень. 

 
1. Вступ 
Останнім часом все більшого розповсюдження набуває хірургічна корекція зору, що здійснюється 

методами лазерної ретуші рогівки ока [13]. Ця технологія дозволяє досить точно і вибірково видаляти 
тіло рогівки, чим забезпечує корекцію не тільки аметропії, але й астигматизму і більш складних аберацій.  

Успішне проведення операцій на рогівці неможливе без попереднього дослідження рефрактометрич-
них властивостей оптичної системи ока. Тому зараз створюється нове покоління рефрактометрів, які зда-
тні вимірювати абераційні характеристики ока в окремих точках зіниці (з просторовим розділенням) 
[47]. Така рефрактометрія має назву просторово роздільної. Переважна більшість вказаних рефрактоме-
трів базується на вимірюваннях поперечного абераційного зсуву на сітківці тонкого світлового пучка 
(пучків) променів, які перетинають око у так званих вимірювальних точках – малих за розмірами площа-
дках зіниці, кожна з яких має площу значно меншу за площу всієї зіниці. Із результатів цих вимірювань 
методом найменших квадратів знаходять коефіцієнти поліномів Церніке, які дозволяють відтворити фу-
нкцію деформації хвильового фронту. Ця функція дає можливість потім знайти форму тіла рогівки, яке 
повинно бути видалене при операції, визначити параметри головних вад зору – аметропії (гіперметропії і 
міопії), астигматизму, а також зробити оцінку гостроти зору. 

У зв’язку з тим, що вимірювання поперечних аберацій тонкого світлового пучка на сітківці завжди 
супроводжується похибками, а світловий пучок встановлюється в обмеженій кількості вимірювальних 
точок, виникає питання про похибки відновлення коефіцієнтів поліномів Церніке і похибки визначення 
вищезгаданих характеристик і параметрів ока. Тому метою даної роботи є дослідження впливу цих фак-
торів на похибки відновлення функції хвильової аберації і параметрів вад зору. При цьому завдання по-
лягає у встановленні кількісної залежності вказаних похибок від випадкової складової похибки вимірю-
вання поперечних аберацій, а також від кількості поліномів Церніке, якими визначається функція хви-
льової аберації.  

 
2. Методика відновлення функції хвильової аберації і параметрів вад зору 
Відомо, що поліноми Церніке є поширеними в оптиці для представлення функції хвильової аберації в 

координатах зіниці і точок простору предметів [8]. Оскільки хвильова аберація оптичної системи ока і 
параметри вад зору визначаються відносно точки сітківки, що лежить на візуальній осі (в зоні жовтої 
плями), або відносно точки фіксації зору, а оптична система ока не має осьової симетрії відносно візуа-
льної осі, то вираз для функції хвильової аберації має вигляд: 

      
n m

jm,njm,njm,njjj msinSmcosCR,WW  , (1) 

де jj ,   – полярні координати j-ї вимірювальної точки, q...j 1 ; q – загальна кількість вимірювальних 

точок; m,nm,n SC ,  – коефіцієнти поліномів Церніке;  jm,nR   – поліноми Церніке, які розраховуються в 
точках jj ,   за формулою [8]: 
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де m  – ціле число, яке визначає тип аберації, n  – ціле число, яке визначає порядок аберації, причому 
mn  , mn   – парне число. 
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Загальна кількість t одночленів у виразі (1) (а, отже, і коефіцієнтів Церніке) визначається максималь-
ними значеннями індексів n і m:  

oz
zmnmnmt 




4
222 2

, (3) 

де z0 – кількість коефіцієнтів, які не впливають на значення хвильової аберації; z0 = (n + 4)/2, якщо nmax – 
парне; z0 = (n + 3)/2, якщо nmax – непарне; z = 4, якщо mmax, nmax – парні; z = 3, якщо mmax, nmax – непарні або 
mmax – непарне, а nmax – парне; z = 2, якщо mmax – парне, а nmax – непарне. 

Систему рівнянь, складену з (1), для всіх q вимірювальних точок записують у матричному вигляді: 
CLW  , (4) 

де W – матриця-стовпець, складена з q елементів Wj; L – прямокутна матриця розміром qt, складена з 
відповідних поліномів Церніке при m,nC  і m,nS  в системі рівнянь; C  – матриця-стовпець, складена із t 
коефіцієнтів Церніке m,nC  і m,nS . 

Сутність поліноміальної апроксимації (або регресії) функції хвильової аберації полягає у визначенні 
елементів матриці C , яке методом найменших квадратів здійснюється за формулою [9]: 

XBXEAAEAC TT  -1)( , (5) 

де EAAEAB TT -1)( ,  A – матриця розміром 2qt, що складена з коефіцієнтів xca , xsa , yca  і ysa  сис-
теми рівнянь: 
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де  jjx , ,  jjy ,   проекції на осі X і Y відповідно поперечної аберації тонкого пучка, який пе-
ретинає зіницю у вимірювальній точці з номером j, на сітківці; X – матриця-стовпець, складена з елемен-
тів  jjx ,  і  jjy , ; E – діагональна матриця вагових коефіцієнтів, f  задня фокусна відстань 
ОС ока, n – показник заломлення скловидного тіла ока. Для «стандартного» ока: 8922,f   мм, 

3371,n   мм. 
Відповідно до (5) вираз (4) приймає вигляд: 

XEAAEALW TT -1)( ,  

або 
HXW  , (6) 

де BLEAAEALH TT  -1)( . 
У роботі [10] показано, що величини аметропії DA  (як аберації дефокусування), первинного астиг-

матизму ms AA   та кута xma  між горизонтальною площиною і площиною, в якій розмір плями на сіт-
ківці внаслідок астигматизму є найбільшим, розраховуються за допомогою коефіцієнтів при відповідних 
цим абераціям поліномах Церніке: 
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причому z  повинно мати значення, при якому  
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де D – діаметр вхідної зіниці ока в мм, 02 ,C , 22,C  і 22,S  – значення відповідних коефіцієнтів Церніке, які 
визначені в мкм при нормованих значеннях (за максимальним значенням) радіальних координат j  вимі-
рювальних точок на зіниці. 

Таким чином, для відновлення значень jW  і розрахунку параметрів DA , ms AA   і xma  потрібно: 
1) вибрати сітку вимірювальних точок на зіниці; 
2) призвести вимірювання  jjx , ,  jjy ,  в цих точках для складання матриці X; 
3) вибрати кількість t потрібних коефіцієнтів m,nC  і m,nS ; 
4) за формулою (5) знайти значення цих коефіцієнтів; 
5) за формулами (4) або (6) знайти значення функції W, а за формулами (7)...(9) – значення парамет-

рів вад зору. 
 
3. Розрахунок дисперсій значень хвильової аберації і параметрів вад зору 
Вирази (5)...(9) свідчать про те, що випадкові похибки відновлення jW , DA , ms AA   і xma  зале-

жать від величин випадкових похибок вимірювань елементів матриці X, а також від структури і розмірів 
матриць А і Н, які визначаються числами q і t. З метою дослідження цих залежностей знайдемо формули 
розрахунку дисперсій перелічених вище параметрів. Для цього використаємо теорію функцій випадкових 
аргументів, з якої відомо, що дисперсія значень такої функції є сума добутків квадратів часткових похід-
них цієї функції від аргументів і дисперсій аргументів при умові їх некорельованості [11]. Зазначена 
умова в нашій задачі виконується, оскільки випадкові похибки вимірювань аберацій  jjx , , 

 jjy ,  в сусідніх точках є незалежними внаслідок фізичної природи цих вимірювань. 
Відповідно виразам (5) і (6), елементи матриць C  і W є лінійними функціями від випадкових ар-

гументів матриці X, тому дисперсії  
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де і  порядковий номер елемента матриці C , 2
kX

 – дисперсія вимірювання елемента з номером k мат-
риці X. 

Дисперсії похибок розрахунку параметрів DA , ms AA  , xma  визначаються аналогічно: 
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де 
02 ,C , 

22 ,C , 
22,S – середньоквадратичні значення похибок розрахунку коефіцієнтів Церніке 02 ,C , 

22 ,C  і 22,S  (в мкм) відповідно, які розраховуються за формулою (10). Формули (1)...(6) та (10)...(14) є ін-
струментом для проведення запропонованих досліджень. 
 

4. Результати досліджень дисперсій значень хвильової аберації і параметрів вад зору 
Дослідження дисперсії jW  та параметрів вад зору проводилися шляхом розрахунків дисперсій за 

формулами (10)...(14) і (1)...(6), для яких була створена спеціальна комп’ютерна програма. Було вибрано 
дев’ять сіток вимірювальних точок трьох типів (рис. 1). Перший тип (сітки № 1, 4, 7) має радіальне роз-
міщення точок. Сітки другого тип (сітки № 2, 5, 8) синтезовані таким чином, щоб відстань між сусідніми 
точками була приблизно однаковою. Сітки третього типу (сітки № 3, 6, 9) мають рівний крок між точка-
ми вздовж осей прямокутної системи координат. Вибір таких типів сіток враховує особливості роботи 
оптичних дефлекторів, які переміщують світловий промінь по зіниці, та особливості конструкції лінзо-
вих растрів датчиків Гартмана-Шека.  

При розрахунках за формулами (5)...(14) був врахований експериментально перевірений факт неза-
лежності 2

kX
  від координат світлового пучка на зіниці (номера k). Це обумовлено тим, що 2

kX
  є пропо-

рційним рівню електричного шуму фотоприймального пристрою та аналого-цифрового перетворювача, 
який від вказаних координат, зрозуміло, не залежить. Тому параметр 22

XXk
   як константу було вине-

сено за знак сум, а дисперсії значень jW , DA , ms AA   і xma  були віднесені до 2
x.  

Розрахунки показали, що для кожної сітки вимірювальних точок характерною є сталість дисперсій 
jW , якщо вимірювальні точки розташовані на зіниці на однаковій відстані від центра зіниці. Тому відно-

сні значення середньоквадратичних відхилень jW  (позначено 
X

W


 ), як функції від 
t
qK qt

2
 , пока-

зані на графіках № 1...9 для трьох різних значень радіуса R. Радіус R = 3 мм відповідає краю зони зіниці, 
для якої роблять хірургічну корекцію рогівки.  

Відносні середньоквадратичні відхилення 
X

A


 , 
X

AA MS


   відповідно до виразу (5) залежать пе-

реважно від кількості точок сітки q (рис. 3). 
 

   
№ 1 (64 точки) № 2 (66 точок) № 3 (80 точок) 
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№ 4 (156 точок) № 5 (156 точок) № 6 (156 точок) 

   

   
№ 7 (380 точок) № 8 (385 точок) № 9 (384 точки) 

 
Рис. 1. Сітки вимірювальних точок в площині вхідної зіниці ока 
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№ 1:  

1  R = 1 мм; 2  R = 2,3 мм; 3  R = 3 мм 
№ 2: 

1  R = 1 мм; 2  R = 2,3 мм; 3  R = 3 мм 
Рис. 2. Графіки похибки відновлення хвильової аберації 
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№ 3: 

1  R = 1 мм; 2  R = 2,1 мм; 3  R = 2,7 мм 
 

№ 4: 
1  R = 1 мм; 2  R = 2,6 мм; 3  R = 3 мм 
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№ 5: 
1  R = 1 мм; 2  R = 2,6 мм; 3  R = 3 мм 

№ 6: 
1  R = 0,3 мм; 2  R = 1,9 мм; 3  R = 2,8 мм 
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№ 7: 

1  R = 0,8 мм; 2  R = 2,5 мм; 3  R = 3 мм 
 

№ 8: 
1  R = 0,8 мм; 2  R = 2,3 мм; 3  R = 3 мм 
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№ 9: 

1  R = 0,4 мм; 2  R = 2,1 мм; 3  R = 2,9 мм 
 

Рис. 2. Графіки похибки відновлення хвильової аберації 
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Рис. 3. Графіки похибки відновлення параметрів аметропії і первинного астигматизму: 
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Аналіз отриманих результатів дозволяє відзначити: 

1) відносна похибка 
X

W


 взагалі суттєво залежить від типу сітки і кількості вимірювальних то-

чок на сітці, але якщо показник qtK  належить інтервалу 5...10, то вказана відносна похибка практично 
мало залежить від вигляду сітки та знаходиться в інтервалі значень 0,04...0,01; 

2) відносна похибка 
X

W


 незалежно від вигляду сітки різко зростає, якщо значення qtK  набли-

жається до одиниці; 
3) при q = 64...80 і 3qtK , при q = 156 і 4qtK  та при q = 380...385 і 5qtK  тип сітки практич-

но не впливає на значення 
X

W


 ; 

4) відносні похибки 
X

A


 , 
X

AA MS


   практично не залежать від типу сітки та є обернено про-

порційними до кількості вимірювальних точок; 

5) відносна похибка 
X

max


   має такий же характер, як і функції 

X

A


 , 
X

AA MS


  , але зменшу-

ється при збільшенні величини астигматизму ока. 
 

5. Висновки 
1. Матеріали та результати проведених досліджень дозволяють зробити оцінки потенційної точності 

відновлення функції хвильової аберації ока і параметрів вад зору, якщо відомі функціональні параметри 
основних елементів рефрактометра з просторовим розділенням. З іншого боку, вони дають можливість 
обґрунтовано спроектувати відповідні елементи рефрактометра, якщо відома потрібна точність віднов-
лення розглянутих функцій та параметрів вад оптичної системи ока. 

2. Для досягнення практичної незалежності значень похибки відтворення хвильової аберації ока від 
типу сітки потрібно мати кількість вимірювальних точок приблизно в 2,5 раза більшу за кількість членів 
поліноміального ряду (кількість коефіцієнтів поліномів Церніке). 

3. Кількість членів поліноміального ряду не повинна бути більшою за потрібну для медичної прак-
тики, оскільки при цьому (відповідно до п. 2) виникає потреба у значному збільшенні кількості вимірю-
вальних точок на зіниці, що може вступити в протиріччя з вимогою просторового розділення рефракто-
метра на зіниці. 
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