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Запропонована математична модель двофазних гетерогенних систем із періодичним 
або квазіперіодичним розміщенням провідних частинок по шарах для розрахунку потенці-
альних (теплових або електричних) полів, а також для визначення ефективних коефіцієн-
тів провідності системи провідник-ізолятор. 

 
У літературі по вивченню провідних властивостей багатокомпонентних систем [4-11] існує 

велика кількість математичних моделей. У більшості авторів одиничний елемент системи, через 
яку проходить потік (струм або тепловий), розбивається на сектори, горизонтальними площина-
ми – ізотермами та вертикальними – адіабатами, що дозволяє визначити провідні властивості та 
характеристики композиційних матеріалів за допомогою складення еквівалентної схеми елект-
ричних або теплових опорів. Але у такому випадку не враховується потік між частинками, що 
розміщуються поряд і мають різні провідні властивості. Окрім того, розбивання одиничного еле-
мента горизонтальними ізотермічними площинами не враховує залежність повідних властивос-
тей від координат (тобто проводиться осереднення потенціалу у горизонтальних шарах). 

Метою даної роботи є моделювання та дослідження температурних полів у будь-яких гори-
зонтальних площинах двофазної системи, компоненти якої мають різні коефіцієнти провідності, 
та впливу концентрації компонентів на зміну поля та ефективного коефіцієнта провідності. При-
чому будемо вважати лише, що верхня горизонтальна площина (z=0) ізотермічна, а бічні грані 
одиничного елемента адіабатичні (рис.1). 

Розіб’ємо одиничний елемент вертикальними та горизонтальними площинами на елемента-
рні куби із розміром сторони z0, таким, що він відображає характерний найменший розмір части-
нок компонент. Будемо вважати, що система складається із діелектричноє фази із провідністю 
2 та провідної фази з провідністю 1, а також, що частинки провідної фази рівномірно (або май-
же рівномірно) розміщені у шарах системи паралельних площині XOY. Причому температура на 
поверхні z=0 дорівнює Т0.  

За певний фіксований проміжок часу частинки діелектричної фази на координаті z=z0 нагрі-
ються до температури T2<T0, а частинки провідної компоненти – до температури T1<T0, але із-за 
різниці у провідностях маємо, що T2<T1. Внаслідок чого відбувається перехід тепла від частинок 
провідної компоненти до найближчих частинок діелектрика, внаслідок чого температура остан-
ніх Т2* буде вищою по відношенню до Т2. Отже, із сказаного вище, маємо, що температурне поле 
у шарі буде мати періодичний (квазіперіодичний) характер. Нехай температурне поле у шарі 



   ÂІÑÍÈÊ Æ²Ò² ¹ 14                                                                       ²íæåíåðí³ íàóêè    

 2 

описується функцією Ф(x, y, z), яка має наступний вигляд: 

BАФ   , (1) 
де А та В – функції від провідностей компонент та координати z; 

 – функції від координат х та у. 
Визначимо зміст коефіцієнтів А(z, 2) та B(z, 2) у рівнянні температурного поля (1). Коефіці-

єнт В характеризує зміну температури у діелектричній фазі у напрямі координати z. Із [1, 2] ві-
домо, що зміну температури від координати через необмежену стінку можна описати лінійною 
функцією, що допускається для нашої постановки задачі. Отже запишемо В  у наступному ви-
гляді: 
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(2) 

де q – теплова потужність, Вт. 
Амплітуда у формулі (1), тобто коефіцієнт А, відображає різницю у температурі провідника 

та діелектрика у напрямі координати z. Отже, як видно із рис.2, значення амплітуди визначаєть-
ся за наступною формулою: 
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(2*) 

Таким чином, потенціальне поле для і-го шару описується наступним рівнянням, що отриму-
ємо після перетворення формул (1)-(2*): 
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(3) 
Отже як видно із (6) розподіл температури у будь-якому шарі залежить від координат, тем-

пературного поля попереднього шару, коефіцієнтів провідності та потужності теплового поля, 
являється складною неперіодичною функцією.  

Враховуючи, що Ф0=T0 для останнього шару отримаємо наступний вираз: 
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(4) 
Щоб отримати хаотичну структуру композиційної системи, кожне наступне рівняння (для ша-

ру одиничного елемента) повинне бути зсунуте по фазі на деяку випадкову величину відносно 
попереднього. Отже для кожного рівняння, що описує розподіл температури у шарі, функція (х, 
у) буде різною. Слід також сказати, що максимуми температурного поля відповідають частинкам 
провідної компоненти у шарі, а основа максимума може мати площу більшу ніж площа однієї ча-
стинки. 

Зробимо наступне позначення: 
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 О.А. Гутніченко, 2000 
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Рис. 1 Одиничний елемент двокомпонентної системи 

 
Тоді для всієї системи, тобто к=N, враховуючи, що кількість усіх шарів N=1/z0, перепишемо 

(4) у наступному вигляді: 
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Визначимо зміст функції . Як видно із постановки задачі, температурне поле буде вирів-
нюватися із кожним наступним шаром, що залежить від вірогідності знаходження у даному шарі 
частинки провідної компоненти, тобто концентрації, та від розмірів основи максимума темпера-
турного поля навколо частинки провідника, що дозволяє розглядати середнє значення величини 
, як вірогідність перетину основ опуклостей у сусідніх шарах системи. 

Визначимо вищезгадану вірогідність. Середнє значення періоду (у випадку квазіперіодичної 
функції) або період (у випадку періодичної) функції і визначається за наступною формулою: 
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Рис.2 До визначення коефіцієнтів А та В 
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розмір основи опуклості l1 задаємо наступною формулою 

01 Zkl  , (7) 

враховуючи, що l1 величина постійна до певного значення концентрації m*, коли l1= l. Якщо ж  
m> m*, то l1 змінюється за наступним законом: 
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Таким чином величину к можна описати рівнянням 
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(8) 
 
 

Вірогідність перетину основ максимумів у напрямах вісей х та у позначимо як рх та ру. Змі-
щення випадкові та незалежні, тому повна вірогідність рівна р=рхру. Отже отримаємо 
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(9) 

Визначимо середнє значення температурного поля із врахуванням (5). 
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(10) 

Визначимо вигляд функції . Нехай на періоді функція має вигляд як показано на рис. 3. 
Продовжимо її парним чином так, що її можна описати за допомогою ряда Фур’є: 
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У (11) вважаємо, що функцію  можна представити у вигляді добутку двох складових х та 
у. 

Знайдемо невідомі коефіцієнти ряда (11). 
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Рис. 3 До визначення функції х 
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(12) 

розвяжемо другий інтеграл методом розподілу змінних, маємо 
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Розглянемо другий інтеграл: 





 








 


























 









 





























dxx
l

cosldxx
l

cosl

l
coslVdxdu

dxx
l

sindVdx
u

dxx
l

sindx

n
x

n

l

l
x

n

n

n

n
x

n
x

l

l

n
x





















2
2

2
2

2
2

2

2

2

2

2

2

 

 

Отже отримали, що 
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(13) 

Таким чином, рівняння (11) перепишемо у наступному вигляді: 
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Знайдемо середнє значення функції х. 
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Визначимо значення переметра n. 
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(16) 

Таким чином, ми обчислили всі коефіцієнти ряда (11) для функції х, причому дану функцію 
вважали періодичною. Функція у маєтакий же вигляд, лише потрібно замінити змінну х змінною 
у. Отже кінцева формула поля в одному і-му шарі, із врахуванням випадкового змішення у пло-
щині хОу. має вигляд: 
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(17) 
 

Визначимо коефіціент провідності. Із [1, 2] відомо, що коефіцієнт провідності визначається за 
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наступною формулою: 

  
q

grad Ф
. (18) 

Ефективний коефіцієнт провідності системи будемо визначати за допомогою формул (5-10), 
враховуючи, що 

p dxdy  
0

1

0

1

, (19) 

отже отримуємо 

 
 

  еф p



  

1 2

1 1 2

. (20) 

Розрахунки ефективного коефіцієнта провідності, що визначається формулою (20), у залеж-
ності від концентрації провідної фази, приведені на рис. 4. 
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Рис.4 Залежність ефективної провідності системи від концентрації провідної фази в залеж-

ності від параметра к 
 

У загальному випадку можна використовувати будь-яку функцію розподілу частинок провід-
ника у шарі композиційної системи. Взагалі для визначення температурного поля у шарі навколо 
частинки провідника потрібно розвязати диференційне рівняння з частинними похідними друго-
го порядку, як мінімум у двох координатних напрямках, типу 

 2 0Т . 
Окрім того, визначалося температурне поле у стаціонарному стані, тобто не залежне від ча-

су, що значно спрощує розрахунки. Також вважалось, що коефіцієнти провідності не залежать 
від температури, тобто постійні. У випадку лінійної залежності коефіцієнтів провідності від тем-
ператури, зміна температури у вертикальному напрямі буде відбуватися по наступному закону 
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, 
 

де Т0 – початкова температура; 
b – кутовий коефіцієнт залежності провідності від температури; 
z – координата.  
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