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Розрахунок електричного імпедансу п’єзокерамічного диска 

в області високих частот 
 

Актуальність застосування різних функціональних елементів п’єзоелектроніки в силових і 

інформаційних системах пояснюється, перш за все, їх високою надійністю. В результаті 

дослідження математичної моделі реального пристрою можна визначити той набір 

геометричних, фізико-механічних та електричних параметрів реального об’єкта, який забезпечує 

реалізацію технічних показників функціонального елемента п’єзоелектронік, що обумовлені в 

технічному завданні. Це істотно скорочує час і вартість розробки нових функціональних 

елементів п’єзоелектроніки.  

У статті на основі методу усереднення вирішена система диференціальних рівнянь у 

часткових похідних та побудована математична модель електричного імпедансу 

п’єзокерамічного диска в області високих частот, де вектор зміщення матеріальних частинок 

визначається радіальним і осьовим компонентами. 

Ключові слова: тонкий диск; п’єзокераміка; електричний імпеданс; вектор зміщення 

матеріальних частинок. 

 

Актуальність роботи. Актуальність застосування різних функціональних елементів п’єзоелектроніки 

в силових й інформаційних системах пояснюється, перш за все, їх високою надійністю. Одним із основних 

елементів таких систем є п’єзокерамічний трансформатор [1], який є альтернативою електромагнітним 

трансформаторам у тих сферах їх застосування, де необхідна висока надійність, стабільність, 

автономність, максимальна тривалість безвідмовної роботи [2]. 

П’єзоелектричний трансформатор має низку переваг порівняно з електромагнітним, а саме [3, 4]: 

високу питому потужність; відсутність електромагнітних завад; високу ефективність; можливість 

мініатюризації; широкий частотний діапазон; вогнестійкість; проста технологія виготовлення. 

Надзвичайно широкі можливості п’єзотрансформаторів дозволяють використовувати їх під час створення 

різноманітних аналогових і дискретних пристроїв перетворення сигналів, знаходити широке застосування 

в світлотехнічній апаратурі і приладах переміщення [5–9]. 

Використання п’єзотрансформаторів стримується складністю адекватного аналітичного опису їх 

моделей [10]. Кінцевою метою математичного моделювання фізичного стану коливальних 

п’єзокерамічних елементів є якісний і кількісний опис характеристик і параметрів існуючих в них 

електричних і пружних полів, що дозволить прогнозувати їх надійність. 

Відомо [11–13], що під час опису різних форм коливань одного і того ж об’єкта використовуються 

різні набори матеріальних констант [14]. Для побудови несуперечливої методики експериментального 

визначення матеріальних констант п’єзокераміки, яка надає достовірні значення мінімум трьох модулів 

пружності, двох елементів матриці п’єзомодулів і одного елемента матриці діелектричної проникності, 

необхідно послідовно розглянути електричний імпеданс коливального п’єзокерамічного диска в області 

низьких, середніх і високих частот [15, 16]. 

Метою роботи є розрахунок електричного імпедансу коливального диску в області високих частот. 

Проведення розрахунків та обговорення їх результатів. В області високих частот, коли довжина 

пружної хвилі стає сумірною з товщиною диска, вектор зміщення матеріальних частинок володіє і 

радіальним, і осьовим компонентами. Електричний імпеданс коливального п’єзокерамічного диска 

визначений у [15] формулою (29). 

Усереднений по товщині диска радіальний компонент 𝑢𝜌
(𝑧)(𝜌) вектора зміщення матеріальних 

частинок диска має задовольняти рівняння (18) [16]. Усереднений за площею електродованої поверхні 

аксіальний компонент 𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧) повинен задовольняти рівняння: 

𝜕 𝜎𝑧𝑧
(𝜌)

(𝑧)

𝜕 𝑧
 +  𝜌0𝜔2𝑢𝑧

(𝜌)
(𝑧)  =  0, (1) 
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яке виходить з рівняння усталених осьових коливань (вираз (6) в роботі [15]) після застосування до нього 

процедури усереднення (формула (24) в роботі [15]). 

Проводячи розрахунки у порядку запропонованому в [15], отримаємо усереднений по площі 

електродованої поверхні диска аксіальний компонент вектора напруженості електричного поля: 

𝐸𝑧
(𝜌)

(𝑧)   =   −
𝑈0

𝛼
  −   −

𝑒33

𝜒33
𝜀 {

𝜕 𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧)

𝜕 𝑧
  −   

1

𝛼
[𝑢𝑧

(𝜌)
(𝛼)   −  𝑢𝑧

(𝜌)
(0)]}. (2) 

Для тонкого диска справедлива оцінка: 𝑢𝑧(𝜌 , 𝛼)   −  𝑢𝑧(𝜌 , 0)   ≅   𝑢𝑧
(𝜌)

(𝛼)   −   𝑢𝑧
(𝜌)

(0). Урахування 

цього факту та розв’язок рівняння (18) [16] приводить до такого результату: 

𝜌2 𝜕2𝑢𝜌
(𝑧)

(𝜌)

𝜕 𝜌2   +   𝜌
𝜕 𝑢𝜌

(𝑧)
(𝜌)

𝜕 𝜌
  +   [(𝜆𝐸𝑅)2  −   1] 𝑢𝜌

(𝑧)(𝜌)   =   0, (3) 

де 𝜆𝐸  =   𝜔 √𝑐11
𝐸 𝜌0⁄⁄  – хвильове число радіальних коливань п’єзокерамічного диска в області високих 

частот, коли 𝜎𝑧𝑧(𝜌 , 𝑧)   ≠   0. Рішення рівняння (3) очевидне: 

𝑢𝜌
(𝑧)(𝜌)   =   𝐶 𝐽1(𝜆𝐸𝜌), (4) 

де 𝐶 – частотно залежна константа, що підлягає визначенню. 

Вважаючи, що для тонкого диска справедлива оцінка 𝑢𝜌(𝑅 , 𝑧)   ≅   𝑢𝜌
(𝑧)(𝑅), отримуємо такий 

результат: 

𝜎𝑧𝑧
(𝜌)

(𝑧)   ≅   
2𝑐12

𝐸

𝑅
𝑢𝜌

(𝑧)(𝑅)   +  𝑐33
𝐷 𝜕 𝑢𝑧

(𝜌)
(𝑧)

𝜕 𝑧
  −  

𝑒33
2

𝜒33
𝜀 𝛼

[𝑢𝑧
(𝜌)

(𝛼)   −   𝑢𝑧
(𝜌)

(0)]   +  
𝑒33

𝛼
𝑈0, (5) 

де 𝑐33
𝐷  =   𝑐33

𝐸 (1  +   𝐾33
2 ); 𝐾33

2  =   𝑒33
2 (𝜒33

𝜀 𝑐33
𝐸 )⁄  – квадрат коефіцієнта електромеханічного зв’язку для 

режиму товщинних коливань поляризованої по товщині п’єзокерамічної пластинки. 

Підставляючи вираз (5) в рівняння (1), приводимо його до такого вигляду: 

𝜕2𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧)

𝜕 𝑧2   +   𝛾2𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧)   =   0, (6) 

де 𝛾  =   𝜔 √𝑐33
𝐷 𝜌0⁄⁄  – хвильове число аксіальних (товщинних) коливань п’єзокерамічного диска. Рішення 

рівняння (6) очевидне: 

𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧)   =   𝐴 cos 𝛾𝑧  +   𝐵 sin 𝛾𝑧, (7) 

де 𝐴 і 𝐵 – частотно залежні константи, що визначаються так: 

𝐴  =   −
𝑒31𝑈0

𝛾𝛼𝑐12
𝐸

Δ(𝐴)

Δ0
, 𝐵  =   −

𝑒31𝑈0

𝛾𝛼𝑐12
𝐸

Δ(𝐵)

Δ0
, 𝐶  =   −

𝑒31𝑈0

𝛾𝛼𝑐12
𝐸

Δ(𝐶)

Δ0
,  

де Δ(𝐴), Δ(𝐵), Δ(𝐶) і Δ0 – визначники матриць відповідних тензорів [15]. 

Після визначення констант 𝐴, 𝐵 і 𝐶 можна записати в явному вигляді усереднені зміщення 𝑢𝜌
(𝑧)(𝑅), 

𝑢𝑧
(𝜌)

(𝛼) і 𝑢𝑧
(𝜌)

(0),  і визначити вираз для функції Ξ𝜀(𝜔) (співвідношення (28) в роботі [15]) в явному вигляді: 

Ξ𝜀(𝜔)   =   
𝑈0

Δ0
𝐹𝜀(𝜔, Π), 

де 𝐹𝜀(𝜔, Π) – функція, що залежить від частоти і набору геометричних і фізико-механічних параметрів 

(символ Π у списку аргументів функції) диска, числові значення якої задаються формулою: 

𝐹𝜀(𝜔, Π)   =   
2𝑒31

2 𝛼

𝜒33
𝜀 𝑐12

𝐸 𝑅
Δ(𝐶)

𝐽1(𝜆𝐸𝑅)

𝛾𝛼
  +   

𝑒33𝑒31

𝜒33
𝜀 𝑐12

𝐸 [−Δ(𝐴)
(1  −  cos𝛾𝛼)

𝛾𝛼
  +   Δ(𝐵)

sin𝛾𝛼

𝛾𝛼
]   +   1. 

  

При цьому електричний імпеданс п’єзокерамічного диска в області високих частот задається таким 

виразом: 

𝑍эл(𝜔)   =   
𝑈0

−𝑖𝜔𝐶𝜕
𝜀Ξ𝜀(𝜔)

  =   
Δ0

−𝑖𝜔𝐶𝜕
𝜀𝐹𝜀(𝜔, Π)

, (8) 

де 𝐶𝜕
𝜀   =   𝜋𝑅2𝜒33

𝜀 𝛼⁄  – динамічна електрична ємність п’єзокерамічного диска на високих частотах 

На рисунку 1 показані результати розрахунків модуля електричного імпедансу диска, які виконувалися 

за формулою (8) при такому фіксованому наборі параметрів: 𝑐11
𝐸  =   110 ГПа; 𝑐12

𝐸  =   60 ГПа;  

𝑐33
𝐸  =   100 ГПа; 𝑒33  =   18 Кл/м2; 𝑒31  =   −8 Кл/м2 і 𝜒33

𝜀  =   1400 𝜒0; 𝜒0  =   8, 85 ⋅ 10−12 Ф/м – 

діелектрична постійна; механічна добротність п’єзокераміки 𝑄𝑀  =   100; густина п’єзокераміки  
𝜌0  =   7400 кг/м3. Товщина диска 𝛼  =   3 ⋅ 10−3 м. 

Варійованим параметром сімейства кривих, показаних на рисунку 1, є співвідношення 𝑅 𝛼⁄ , яке 

задавалося рівним 100; 50; 25; 12,5 і 6,25. Числові значення співвідношення 𝑅 𝛼⁄  проставлені в полі 

рисунка біля відповідних кривих. При обумовлених вище значеннях параметрів диска значенням 𝛾𝛼 =   1 

відповідає циклічна частота 𝑓  =   𝑣𝐷 (2𝜋𝛼)⁄   =   219 , 1 кГц, де 𝑣𝐷   =   √𝑐33
𝐷 𝜌0⁄   =   4130 м/с – 

швидкість поширення плоских хвиль стиснення-розтягування вздовж напрямку електричної поляризації 

диска. 

З показаних на рисунку 1 результатів випливає, що при значній зміні співвідношення 𝑅 𝛼⁄ , значення 

безрозмірної частоти першого товщинного електромеханічного антирезонансу залишається практично 

незмінним. Сказане підтверджують побудови, наведені на рисунку 2, де показані результати обчислення 

співвідношення |𝑍𝑒𝑙(𝜔)| |𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑎)|⁄  в найближчій околиці частоти антирезонансу. 
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Рис. 1. Частотно залежна зміна модуля електричного імпедансу п’єзокерамічного диска в околиці 

частоти першого товщинного електромеханічного резонансу-антирезонансу 

 

 
 

Рис. 2. Частотно залежна зміна модуля електричного імпедансу п’єзокерамічного диска в найближчій 

околиці частоти першого товщинного електромеханічного антирезонансу 

 

Чітко видно, що максимально можлива зміна безрозмірної частоти електромеханічного антирезонансу 

не перевищує 0, 02 𝜋. Аналогічний висновок можна зробити про вплив параметра 𝑅 𝛼⁄  на значення 

безрозмірної частоти першого товщинного електромеханічного резонансу (рис. 1), де модуль 𝑍𝑒𝑙(𝜔) 

приймає мінімальне значення. 

На підставі цього можна зробити висновок, що радіальні зміщення 𝑢𝜌
(𝑧)(𝑅) матеріальних частинок 

диска практично не впливають на числові значення частот першого товщинного електромеханічного 

резонансу і антирезонансу, тобто числові значення частот електромеханічного резонансу і антирезонансу 

практично повністю визначаються аксіальними зсувами 𝑢𝑧
(𝜌)

(𝑧) [17]. 

Беручи до уваги цю обставину, можна стверджувати, що в області високих частот функція Ξ𝜀(𝜔), яка 

визначає електричний імпеданс коливального диска в цьому частотному діапазоні, може бути записана в 

такому вигляді: 

Ξ𝜀(𝜔)   ≅   
𝑒33

𝜒33
𝜀 [𝑢𝑧

(𝜌)
(𝛼)   −  𝑢𝑧

(𝜌)
(0)]   −   𝑈0. (9) 

Під час виконання розрахунку електричного імпедансу за формулою (9), природно, будуть втрачені 

деякі деталі частотно-залежної зміни функції 𝑍𝑒𝑙(𝜔). Зате буде збережено головне – числові значення 

частот електромеханічного резонансу і антирезонансу. 
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У результаті отримуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь, з яких єдиним чином визначаються 

константи 𝐴 і 𝐵: 

𝐴  =   
𝑒33𝑈0

𝑐33
𝐷

𝑡𝑔(𝛾𝛼 2⁄ )

𝛾𝛼 𝐹𝜀(𝜔 ,Π)
, 𝐵  =   −𝐴𝑡𝑔(𝛾𝛼 2⁄ ), (10) 

де  

𝐹𝜀(𝜔, Π)   =   1  −   
𝐾33

2

1  +  𝐾33
2

𝑡𝑔(𝛾𝛼 2⁄ )

(𝛾𝛼 2⁄ )
. (11) 

Підстановка виразів (10) у визначення (17) аксіальних зміщень матеріальних частинок 

п’єзокерамічного диска, дозволяє визначити величини 𝑢𝑧
(𝜌)

(𝛼) і 𝑢𝑧
(𝜌)

(0), після чого визначається в явному 

вигляді функція Ξ𝜀(𝜔), задана співвідношенням (9). Після цього вираз для розрахунку електричного 

імпедансу 𝑍𝑒𝑙(𝜔) можна записати в такому вигляді: 

𝑍𝑒𝑙(𝜔)   =   
1

𝑖𝜔𝐶𝜕
𝜀 𝐹𝜀(𝜔, Π). (12) 

З виразу (12) випливає, що при наближенні 𝛾𝛼 2⁄  зліва до значення 𝜋 2⁄ , функція 𝐹𝜀(𝜔, Π) спочатку 

має позитивні значення, далі обертається в нуль, що відповідає електромеханічного резонансу, а ще далі 

спрямовується до мінус нескінченності. У разі відсутності втрат енергії на в’язке тертя в матеріалі 

п’єзокерамічного диска (𝑄м  →   ∞) при 𝛾𝛼  =   𝜋 електричний імпеданс 𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑎)   →   ∞. 

На рисунку 3, а показана зміна функції 𝐹𝜀(𝜔, Π) для випадку 𝑄𝑀  →   ∞ і 𝐾33
2  =   0 , 262, що відповідає 

набору фізико-механічних параметрів, які були використані під час розрахунків кривих, які показані на 

рисунках 1 і 2. 

На рисунку 3, б показаний нормований на своє максимальне значення модуль комплекснозначної 

функції 𝐹𝜀(𝜔 , Π), коли механічна добротність матеріалу диска 𝑄𝑀  =   100 і безрозмірне хвильове число 

𝛾𝛼 стає комплексним числом 𝛾𝛼(1  −  𝑖 (2𝑄𝑀)⁄ ). 
 

 
 

Рис. 3. Частотно залежна зміна функції 𝐹𝜀(𝜔, 𝛱) за відсутності втрат енергії в матеріалі диска (а) і 

для механічної добротності 𝑄𝑀  =   100 (б) 
 

Порівнюючи криві, які показані на рисунках 1 і 3, б, можна зробити висновок, що деталізований 

розрахунок електричного імпедансу коливального п’єзокерамічного диска слід здійснювати за формулою 

(8), а оцінку числових значень частот резонансу і антирезонансу виконувати з використанням функції 

𝐹𝜀(𝜔, Π), яка задана виразом (11). 

Завершуючи дослідження електричного імпедансу п’єзокерамічного диска в області високих частот, 

розглянемо його значення на частоті першого електромеханічного резонансу. 

Розкладаючи вираз (12) на частоті першого електромеханічного резонансу в ряд за ступенями малого 

параметра 𝜀, і обмежуючись при цьому нульовим і першим членами розкладання, отримуємо: 

𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑝)   =   𝜀
𝐾33

2 Ψ(𝜔𝑝)

𝜔𝑝𝐶𝜕
𝜀(1  +  𝐾33

2 )
, (13) 

де 𝐾33
2  =   

𝑒33
2

𝜒33
𝜀 𝑐33

𝐸 ; 

Ψ(𝜔𝑝)   =   
2tg(𝛾0𝛼 2⁄ )

(1  +  𝐾33
2 ) (𝛾0𝛼 2⁄ )

  +   
1  +  sin(𝛾0𝛼) (𝛾0𝛼)⁄

cos2(𝛾0𝛼 2⁄ )
. 
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На рисунку 4 наведено графіки модуля електричного імпедансу 𝑍𝑒𝑙(𝜔), розраховані за формулою (8) 

в найближчій околиці частоти першого електромеханічного резонансу. 

Розрахунки виконувалися для диска зі співвідношенням 𝑅 𝛼⁄   =   12, 5. Інші параметри вказані в 

коментарях до рисунка 1. Змінним параметром сімейства кривих на рисунку 4 є механічна добротність 𝑄𝑀, 

якій присвоювалися значення 60, 80, 100 і 120 одиниць. Значення добротності проставлені біля відповідних 

кривих. Чітко видно, що найбільшому значенню 𝑄𝑀 відповідає найменше значення електричного 

імпедансу 𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑝), який, як випливає з (13), має позитивні дійсні значення, тобто |𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑝)|   ≡   𝑍𝑒𝑙(𝜔𝑝). 

 

 
 

Рис. 4. Розрахунок за формулою (8) модуля електричного імпедансу диска в околиці частоти 

першого електромеханічного резонансу 

 

Висновки. Таким чином, за допомогою методу усереднення вирішена система диференціальних 

рівнянь у часткових похідних і на цій основі побудована математична модель електричного імпедансу 

п’єзокерамічного диска в області високих частот, де вектор зміщення матеріальних частинок визначається 

радіальним і осьовим компонентами. У результаті дослідження математичної моделі реального пристрою 

визначено той набір геометричних, фізико-механічних та електричних параметрів реального об’єкта, який 

забезпечує реалізацію технічних показників функціонального елемента п’єзоелектроніки обумовлених в 

технічному завданні до цього елемента. Це істотно скорочує час і вартість розробки нових функціональних 

елементів п’єзоелектроніки, а також систем їхнім керуванням [18]. 
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